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La riflessione sull’insegnamento della geometria si colloca all’interno del dibattito che attualmente investe, in forme più o meno aggiornate, la questione dei saperi, della loro scelta e della loro organizzazione all’interno dei percorsi formativi scolastici. Questione, questa, che con accenti diversi riemerge periodicamente, almeno in corrispondenza di interventi riformistici più o meno rifondativi del sistema scolastico, ma che più raramente si traduce in un cambiamento “autentico”, capace cioè di accogliere e soddisfare i bisogni dei soggetti e, al tempo stesso, di sintonizzarsi con il quadro culturale e sociale che tale cambiamento reclama. 

Non discuteremo, tuttavia, del “grado di autenticità” del cambiamento in atto
 quanto, piuttosto, delle istanze che lo reclamano o lo giustificano, cercando di valutarne la portata e di prospettarne gli esiti didattici e formativi.

A questo scopo, articoleremo il discorso lungo due coordinate: quella epistemologica e quella didattica, rappresentative delle istanze corrispondenti, nell’intersezione delle quali, dal nostro punto di vista, si pone il problema della scelta di che cosa e come insegnare e dunque, in particolare, anche la riflessione sull’insegnamento scolastico della geometria. 

Le istanze epistemologiche traducono una tendenza di trasformazione nello statuto dei saperi cha a partire dagli anni Sessanta e in corrispondenza del moltiplicarsi dei mezzi di comunicazione e informazione ha investito tutte le scienze (sia naturali, sia umane) connotandole come sistemi dinamici e poliformi, anziché statici e univoci, quasi dogmatici, di conoscenze. In forza di contaminazioni interdisciplinari e assecondando spinte iper-specialistiche i saperi si sono moltiplicati, frammentati, anche, finendo per modificare le idee stesse di “verità”, “oggettività”, “metodo”, “rigore” sulle quali questi erano stati fondati. Il risultato è quello di un’immagine “postmoderna” dei saperi, per dirla con Lyotard
, esposti costantemente a ri-definire i propri confini esterni ed interni, i propri metodi e i propri oggetti, cioè, le proprie epistemologie.

Come si riflette, ci chiediamo, l’istanza epistemologica sul sapere scolastico e, in particolare, sull’insegnamento della geometria? Almeno, ci sembra, imponendo alla scuola una necessità: quella di garantire aderenza epistemologica ai saperi oggetto di insegnamento e apprendimento provvedendo ad una loro trasposizione didattica
 capace di preservarne contemporaneamente il senso culturale e formativo. 
D’altra parte, indipendentemente dai destini individuali, la scuola dovrebbe almeno garantire che al termine di un curricolo di studio la geometria sia disponibile come forma di cultura, fra altre possibili, in modo che l’allievo sappia riconoscerla nei prodotti materiali e simbolici della cultura di appartenenza ed assumerla come “punto di vista”, come prospettiva conoscitiva per comprendere e interpretare la realtà. Il tentativo, dunque, è quello di istituire una dialettica tra tradizione e innovazione, tra assetti epistemologici e adeguamenti didattici. In altre parole, si chiede al sistema scolastico di esercitare un principio di vigilanza epistemologica
 che affranchi i saperi scolastici dall’ “obsolescenza” e dal “tradimento”. Sì, perché se è vero che a scuola i saperi rischiano di rimanere troppo a lungo, confinati in forme invecchiate e inattuali, è vero anche che essi rischiano di essere “traditi”, ridotti a repertori di “contenuti” (molti dei quali esistono solo a scuola), camuffati dietro immagini distorte, incapaci di rappresentare quella forma di cultura all’interno della quale hanno avuto origine e acquisito significato. 

E’ appena il caso di accennare a quanta “distanza” si registra, oggi come ieri, tra la geometria come sapere e la geometria dei programmi scolastici. E la distanza non riguarda la specializzazione o la profondità dei contenuti, ma il “senso” di un’educazione a pensare geometricamente che un’immagine scolarizzata della disciplina non rende più accessibile né a chi insegna né a chi apprende.

D’altra parte, è in ordine al loro assetto epistemologico che i saperi vengono più o meno linearmente trasposti didatticamente. Le traduzioni manualistiche scolastiche rappresentano il  tentativo di riprodurre, proprio a scopo formativo, l’organicità e la sistematicità dei saperi scientifici (o delle “scienze normali”, come direbbe Kuhn) a prezzo di escluderne le “rivoluzioni”, i “mutamenti di paradigma”, le problematicità che inevitabilmente ne segnano l’evoluzione. 

Tra l’altro, ma non insisteremo su questo, la bipolarità prodotto/processo alla quale spesso si ricorre per distinguere gli approcci didattici, attribuendo a quelli centrati sui processi, non del tutto a torto, il primato rispetto a quelli centrati sui prodotti, dovrebbe forse trovare in questi elementi le ragioni e i mezzi del suo superamento. Altra questione è verificare, poi, quanto una preoccupazione più rivolta ai processi che ai prodotti sia realmente connessa ad uno “stile problematico” di insegnamento, con o senza l’uso del manuale. 

Sarà per questa inclinazione alla “normalizzazione”, ma sarebbe più corretto parlare di linearizzazione, delle conoscenze e del sapere che ancora oggi, con poche eccezioni, l’insegnamento della geometria si riferisce sostanzialmente agli Elementi di Euclide (o meglio a sue trasposizioni manualistiche) tanto che per molti la geometria è quella euclidea, anche quando, a margine, si ammette di riconoscere l’importanza, sul piano didattico, di altre geometrie. 

Beninteso, un certo grado di dogmatismo, o una certa “normalizzazione”, dipende a sua volta dalla necessità di introdurre gli allievi ai fondamenti di una disciplina, di farli accedere a quegli elementi costitutivi in seno ai quali possono essere inscritti gli sviluppi ulteriori della disciplina e a partire dai quali è possibile pensare un’acquisizione progressivamente più ampia di conoscenze e di abilità. Tuttavia, nel rapporto allievo-sapere il confronto con ciò che è fondante dovrebbe non solo costituire un presupposto cognitivo, ma rendere più direttamente disponibile il significato e il senso della disciplina.

Da questo punto di vista, l’idea di operare una trasposizione didattica della geometria individuandone i nuclei fondanti
 (come è stato fatto, in un recente passato, proprio in àmbito scolastico) può essere interpretato come un modo di esercitare quel principio di vigilanza epistemologica a cui prima abbiamo accennato. Al di là della specifica espressione linguistica (il termine nucleo fondante oggi sembra valere più per essere connotativo del contesto in cui è emerso che per la sua accezione semantica), riferirsi ad elementi fondamentali, a contenuti-chiave come a “radici epistemiche” del sapere o a “passaggi obbligati” del percorso di apprendimento, consente di operare una sintesi, necessaria, tra due istanze: quella epistemologica e quella didattica. Non solo. Ciò rende più facile assimilare l’immagine del sapere, anziché ad una collezione di prodotti, ad un sistema di idee (gli oggetti della disciplina) i cui legami, logici e metodologici, si fanno espressione del suo modo di costruirsi, cioè del suo metodo.

Analizziamo, in particolare, il significato di una trasposizione epistemologicamente e didatticamente orientata nel caso di un “oggetto” fondamentale della geometria: lo spazio. 

Per riuscire in questo tentativo dobbiamo connettere tra loro il “concetto” di spazio, le conoscenze sulla formazione delle “capacità spaziali” e le condizioni che rendono possibili l’esercizio di tali capacità. Tale doppia connessione, crocevia di competenze matematiche, psicologiche e didattiche rimanda, evidentemente, alla possibilità di alternare ricorsivamente “momenti empirici” (legati a diversi livelli di esperienza nello spazio) a “momenti di razionalizzazione” (legati a diversi livelli di concettualizzazione sullo spazio).

Da questo punto di vista, potremmo concepire l’insegnamento della geometria come un processo che pur non corrispondendo ad alcun ordine necessario, parte dalla “spazialità”, cioè dalla comprensione empirica dello spazio, per condurre poi alla geometria come “scienza dello spazio” e tradurre tale processo in senso curricolare. D’altra parte, sia i Programmi della scuola elementare (1985), sia le nuove Indicazioni nazionali, per la geometria fanno riferimento ad attività che, almeno per i primi anni, è più corretto inquadrare nell’àmbito delle esperienze spaziali piuttosto che in quello della geometria.

Si tratta, tuttavia, di un processo complesso sia dal punto di vista dell’apprendimento, sia dell’insegnamento. Complessi sono i processi cognitivi implicati e complessa è la trasposizione didattica per il trattamento di oggetti sensibili in guisa di concetti astratti.

A questo proposito Francesco Speranza faceva coincidere una primo livello di spazio con uno “spazio fisiologico”
 comprensivo delle capacità percettive e motorie del bambino. Il riferimento, tuttavia, può essere esteso ben oltre i limiti classici (per esempio piagetiani) posti dalla sequenza di sviluppo. Ancora all’inizio della scuola primaria i concetti di spazio, di figura geometrica, nonché le loro proprietà sono ancora “immersi” in questo spazio fisiologico che il bambino gestisce in gran parte in modo percettivo e motorio. 
La problematica investe profondamente, come abbiamo detto, la questione curricolare. Da una parte, infatti, si considera opportuno il riferimento iniziale ad una geometria dello spazio concreto, dunque di uno spazio a tre dimensioni che viene assunto a “modello” dello spazio geometrico, dall’altra si organizza il curricolo in senso lineare a partire dalla geometria del piano per poi procedere, nel secondo biennio, con la geometria dello spazio. Questa modalità di organizzazione curricolare è il riflesso, in ambito scolastico, di una tendenza tutta “interna” alla disciplina e giustificata dal grado di complessità del suo impianto formale. In altre parole, dal punto di vista logico-formale, la geometria del piano “precede” la geometria dello spazio in quando si fonda su un sistema di assiomi e di principi logici più esiguo rispetto a quello necessario alla formalizzazione della geometria dello spazio, ma allora si tratta di una tendenza funzionale alla organizzazione in senso epistemologico della disciplina, piuttosto  che ad una sua trasposizione didattica in vista dell’apprendimento. 

In questo senso, una scelta didatticamente opportuna corrisponde a prevedere attività che facciano intervenire contestualmente la geometria del piano e dello spazio. D’altra parte, mentre le esperienze dell’allievo avvengono dentro lo spazio tridimensionale, le rappresentazioni di tali esperienze, per esempio attraverso disegni o immagini concettualizzate, hanno luogo nello spazio a due dimensioni e all’allievo si chiede, quasi sempre implicitamente, una coordinazione cognitiva autonoma che gli permetta di passare dalle figure dello spazio alle loro immagini piane e viceversa. Il che implica di riconoscere o di attribuire lo stesso significato geometrico a significanti diversi collocati, rispettivamente, nello spazio o nel piano. Un quadrato, per esempio, può (e talvolta deve) essere pensato come la proiezione nel piano di un cubo e un cubo può (e deve) essere riconosciuto come tale, sia che se ne fornisca un modello tridimensionale (“pieno” o “scheletrato”), una fotografia scattata da un particolare punto di vista, un’immagine prospettica o assonometrica.
Non solo. Il passaggio dallo spazio al piano può essere didatticamente mediato da un passaggio intermedio scandito dall’ampiezza dello spazio operativo di riferimento. Seguendo una scansione tipica dei curricola francesi, l’attività geometrica può essere pensata come un’attività che avviene all’interno del megaspazio (cioè uno spazio tridimensionale ampio, per esempio l’ambiente esterno o l’aula, le cui dimensioni superano di molto i limiti di altezza del bambino), del mesospazio (cioè uno spazio tridimensionale la cui estensione, per esempio quella del tavolo di lavoro, corrisponde alle dimensioni del bambino) o del microspazio (cioè uno spazio corrispondente alle dimensioni di un foglio, nel quale, di solito, vengono collocate le attività relative alla geometria del piano). Questa scansione, utile alla osservazione delle specifiche abilità sollecitate dalle caratteristiche dei diversi tipi di spazio, può essere utilizzata anche per “mediare” il passaggio dalle due alle tre dimensioni e viceversa. Le attività relative alla costruzione di plastici, per esempio, si configurano come attività di rappresentazione del megaspazio all’interno del mesospazio che sfruttano una più agevole possibilità di controllo percettivo a vantaggio delle capacità di organizzazione spaziale, di localizzazione o di rappresentazione in scala. 
Come ben documentano molte esperienze didattiche, per esempio, la capacità da parte del bambino di collocare correttamente gli oggetti nello spazio tridimensionale e di rappresentare graficamente tali disposizioni in maniera coerente è favorita proprio dalla introduzione di una fase intermedia di lavoro a livello di mesospazio. Un esempio banale è costituito dall’idea di organizzazione dello spazio in regioni adiacenti. Spesso, l’unico modo per convincere un bambino di cinque anni dell’adiacenza di due regioni di spazio (per esempio due aule scolastiche) le cui porte di ingresso siano distanti tra loro, è di far verificare empiricamente la presenza di un compagno immediatamente al di là della parete divisoria, mentre questo risulta subito evidente nel caso in cui l’idea di spazi tridimensionali adiacenti venga esplorata utilizzando una loro rappresentazione nel mesospazio. Ciò dipende, ovviamente, dalla possibilità di controllare visivamente, “in un colpo solo”, l’intera configurazione spaziale. Con la conseguenza, importante dal punto di vista didattico, di legare l’idea matematica ad un’immagine che seppur approssimativa, in quanto comprensiva delle caratteristiche fisiche,  risulta matematicamente adeguata e può pertanto essere assunta come “modello”.
Purtroppo, ciò non risolve del tutto la problematicità dell’insegnamento/ apprendimento della geometria. L’approccio percettivo motorio infatti, seppur necessario, talvolta rende più difficoltoso, se non fuorviante, l’accesso all’idea geometrica di riferimento. Il fatto che la direzione della verticale sia individuata dalla direzione del filo a piombo, per esempio, è un riferimento empirico che permette di ancorare in modo stabile l’idea di verticale e, anche, quella di perpendicolarità ad un’immagine  chiara e convincente, ma al tempo stesso, nel momento in cui passiamo dallo “spazio percepito” e “agito” allo “spazio pensato”, proprio tale riferimento empirico vincola l’immagine della perpendicolarità alla sola relazione verticale/orizzontale ostacolando, per esempio, l’idea che in un triangolo ci sono tre altezze e che solo una di queste obbedisce al modello empirico proposto. Più in generale, mentre nello spazio geometrico le giaciture verticale e orizzontale individuano solo due direzioni tra loro perpendicolari, nello spazio “fisiologico” esse costituiscono un riferimento privilegiato del quale percepiamo più facilmente le rappresentazioni e le proprietà.
Non solo. La psicologia ci insegna che alcune forme si impongono alla nostra percezione più direttamente e più fortemente di altre e ciò favorisce o ostacola la nostra possibilità di vedere e pensare geometricamente. Nel problema seguente
:

Dato un cerchio di cui conosco il diametro (10 cm) e, all’interno di esso, un rettangolo di cui A è la diagonale, trovare la misura di A.

                                                         A
la soluzione può essere ostacolata dal non riconoscere immediatamente che tracciare l’altra diagonale del rettangolo significa tracciare il raggio del cerchio di cui si conosce la misura essendo noto il diametro. Il fatto è che, percettivamente, sul rettangolo si impone un triangolo che ostacola la funzione di A come diagonale del triangolo a vantaggio di A come ipotenusa del triangolo rettangolo. 

Tutto ciò, sembrerebbe indurre ad interpretare lo spazio fisiologico e le sue regole come un’approssimazione, per sua natura inadeguata, dello spazio geometrico e a giustificarne l’uso solo in base ad esigenze didattiche. Come se, in altre parole, il ricorso alla realtà concreta e a modalità percettive fosse, per la geometria, un “male inevitabile”, il prezzo calcolato di una più forte propensione umana a vedere e a manipolare lo spazio piuttosto che a pensarlo o ad immaginarlo. 
La questione, tuttavia, sembra investire la “natura” stessa del sapere geometrico, e le modalità stesse della sua costruzione (dunque al di là delle sue possibili formalizzazioni e delle sue trasposizioni didattiche) se lo stesso Felix Kline nel 1890 ammetteva per sé stesso che fosse “impossibile condurre un ragionamento geometrico in termini puramente logici, senza avere continuamente davanti agli occhi la figura alla quale ci si riferisce”.
Da una parte, dunque, l’esigenza di una modalità ostensiva di trattamento degli oggetti geometrici attraverso il ricorso ad immagini bidimensionali o a modelli tridimensionali, dall’altra l’esigenza di garantire a quegli oggetti idealità, astrattezza e generalità, un significato, cioè, oltre la rappresentazione delle proprietà spaziali della forma, della posizione o della grandezza. 
Dovremmo dunque concepire gli oggetti della geometria come immagini controllate da un sistema di definizioni e di relazioni logiche o, viceversa, come rappresentazioni simboliche generali che trovano nelle figure una loro particolare rappresentazioni figurale? 

Dal nostro punto di vista, la trasposizione didattica della geometria deve preoccuparsi di gestire, innanzitutto, questa dialettica costitutiva del sapere geometrico, tra “figure” e “concetti”, tra universalità e particolarità, tra ragionamento logico e controllo empirico.
Una proposta in questo senso ci è offerta dalla cosiddetta Teoria dei concetti figurali, proposta da Efraim Fischbein
 che postula, nel caso del ragionamento geometrico, che si abbia a che fare non solo con immagini e concetti, ma con “un terzo tipo di oggetti mentali” che possiedono contemporaneamente entrambe le proprietà concettuali e figurali. Seguendo le parole di Maria Alessandra Mariotti
, secondo questa prospettiva, «ciò che sta alla base dei nostri ragionamenti geometrici non è riducibile né ad un puro concetto né ad una sua immagine, ma alla fusione di queste due componenti». Ciò ci consente di interpretare un oggetto geometrico come un costrutto mentale che possiede contemporaneamente proprietà concettuali e figurali, ossia, piuttosto, come un concetto figurale: sintesi ideale di un processo di fusione e integrazione degli aspetti logici e degli aspetti figurali.
Sintetizzando molto, quando dal punto di vista didattico ci riferiamo a figure geometriche facciamo intervenire tre diverse categorie di elementi: la definizione (data o dedotta da un complesso di regole e procedure logiche nel dominio di un certo sistema assiomatico), l’immagine (intesa in senso materiale o mentale, cioè basata sull’esperienza percettivo-sensoriale o immaginativa) e, appunto, il concetto figurale (caratterizzato da tutte le proprietà dei concetti ma che include la figura come “proprietà intrinseca”). L’importante è, dunque, che la pratica didattica sappia articolare queste tre componenti, ciascuna secondo le proprie caratteristiche e lo specifico significato formativo, in modo funzionale all’apprendimento ma salvaguardando, contemporaneamente il senso matematico del suo agire. Ciò non dipende, dal nostro punto di vista, dal livello di rigore preteso, ma dalla natura del lavoro geometrico nel quale gli allievi sono coinvolti. Se, a questo livello di età, chiediamo di descrivere le figure geometriche, piuttosto che definirle, di costruirle rispettandone le proprietà, piuttosto che di riconoscerle, di immaginarle e di rappresentarle secondo diverse modalità, piuttosto che di eseguirne il disegno, avremmo dato loro occasione di pensare ed agire geometricamente. 
Poco importa, concludendo, che la trasposizione didattica della geometria obblighi necessariamente l’insegnante ad operare una “genesi artificiale” del sapere geometrico, purché sia “autentico” il lavoro che gli allievi fanno per costruirlo. A questa possibilità partecipa irrinunciabilmente, dal nostro punto di vista, la consapevolezza della natura matematica dei concetti geometrici e quella delle condizioni didattiche del loro apprendimento. 
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